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В работе описывается класс дифференциальных игр на се-
тях. Исследован вопрос построения кооперативных принципов
оптимальности с использованием характеристической функ-
ции специального вида, учитывающей сетевую структуру иг-
ры. В качестве кооперативных принципов оптимальности ис-
пользуется С-ядро, вектор Шепли и τ -вектор. Результаты де-
монстрируются на модели дифференциальной игры инвести-
рования исследований, где в явном виде строятся вектор Ше-
пли и τ -вектор.

Ключевые слова: дифференциальные игры, игры на сетях, коопера-
тивные игры.
Поступила в редакцию: 30.10.20 После доработки: 24.11.20 Принята к публикации: 05.12.20

1. Введение

При моделировании реальных конфликтно-управляемых процес-
сов со многими участниками необходимо учитывать возможность
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участников взаимодействовать и влиять друг на друга. В связи с
этим популярным направлением исследований сейчас является тео-
рия игр на сетях. В таких играх предполагается, что индивидуумы
соединены с помощью сети, игроки в которой отождествляются с уз-
лами, а ребра определяют наличие и характер связей между ними.
Благосостояние и поведение игроков при этом зависит от поведения
игроков, с которыми заданная сетевая структура допускает взаимо-
действие. Обзор и структурирование современных тенденций в сете-
вых играх можно найти в работах [1], [2], [5], [9], [10].

В случае, если процесс принятия решения происходит непрерывно
во времени актуальным оказывается использование моделей диффе-
ренциальных игр на сетях. Исследованию кооперативных дифферен-
циальных игр на сетях посвящены работы [3], [11], [12]. Кооператив-
ные принципы оптимальности обычно предполагают использование
характеристической функции для справедливого распределения сум-
марного максимального выигрыша между игроками. В работе [12]
предложен новый способ построения характеристической функции,
учитывающий сетевую структуры игры. Целью данной статьи явля-
ется построение кооперативных принципов оптимальности в диффе-
ренциальных играх на сетях с использованием новой характеристи-
ческой функции.

Статья организована следующим образом. В разделе 2 описана
исходная модель кооперативной дифференциальной игры на сети. В
разделе 3 исследуются кооперативные принципы оптимальности для
рассматриваемого класса игр. Раздел 4 посвящен иллюстративному
примеру кооперативной игры инвестирования исследований на сети.
В разделе 5 приведены выводы.

2. Кооперативная дифференциальная игра на сети

Рассмотрим дифференциальную игру n лиц, описанную в работе
[11]. Пусть N = {1; 2; . . . ;n} – множество игроков, объединенных в
сеть. Пару (N,L), где N – множество узлов, а L ∈ N × N – множе-
ство ребер, будем называть сетью. Игроки отождествляются с узла-
ми. Если (i, j) ∈ L, то существует ребро, соединяющее игроков i ∈ N

и j ∈ N . Предполагается, что все ребра ненаправленные.
Обозначим через �K(i) множество всех игроков (узлов), с которы-

ми в данной сети имеется связь у игрока i: �K(i) = {j : (i; j) ∈ L}.
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Введем также множествоK(i) = �K(i)∪i, для i ∈ N . Пусть xi(t) ⊂ Rm

– переменная состояния игрока i ∈ N в момент времени t, и ui(t) ∈
Ui ⊂ Rk – управляющая переменная игрока i ∈ N .

Предположим, что каждый игрок i ∈ N может обрубить связь с
любым другим игроком из множества �K(i) в любой момент времени.

Уравнения движения игроков имеют вид:

ẋi(τ) = f i(xi(τ); ui(τ)); xi(t0) = xi
0; при τ ∈ [t0;T ], i ∈ N, (2.1)

где функции f i(xi; ui) непрерывно дифференцируемы по xi и ui.
Функция выигрыша игрока i зависит от переменной его состояния

и переменных состояния игроков из множества �K(i) и имеет вид:

Hi(x
i
0; x

K(i)
0 ; ui) =

�

j∈K(i)

T�

t0

hj
i (x

i(τ); xj(τ); ui(τ))dτ + qi(x
i(T )). (2.2)

Здесь hj
i (x

i(τ); xj(τ); ui(τ)) – это мгновенный выигрыш игрока i,
который он может получить при взаимодействии с игроком j ∈ �K(i),
hi
i(x

i(τ); xi(τ); ui(τ)) – мгновенный выигрыш игрока i, который он
получает самостоятельно, qi(xi(T )) – терминальный выигрыш игрока
i. Пусть hj

i (x
i(τ); xj(τ); ui(τ)) ≥ 0, где j ∈ �K(i). Через x(t) обозначим

вектор (x1(t); x2(t); . . . ; xn(t)).
Предположим, что игроки могут кооперироваться с целью дости-

жения максимального суммарного выигрыша:

�

i∈N


 �

j∈K(i)

T�

t0

hj
i (x

i(τ), xj(τ), ui(τ))dτ + qi(x
i(T ))


 , (2.3)

где x(t) – решение системы (2.1).
Оптимальные кооперативные стратеги игроков u(t) = (u1(t), . . . ,

un(t), для t ∈ [t0;T ] определим по правилу

u(t) =

= arg max
u1(t),...,un(t)

�

i∈N


 �

j∈K(i)

T�

t0

hj
i (x

i(τ), xj(τ), ui(τ))dτ + qi(x
i(T ))


 .

(2.4)
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Траектория x(t) = (x1(t); x2(t), . . . , xn(t)), соответствующая оптималь-
ным стратегиям u1(t), . . . , un(t), – оптимальная кооперативная тра-
ектория. Тогда максимальный совместный выигрыш игроков имеет
вид:

�

i∈N


 �

j∈K(i)

T�

t0

hj
i (x

i(τ); xj(τ); ui(τ))dτ + qi(x
i(T ))


 =

max
u1,...,un




�

i∈N


 �

j∈K(i)

T�

t0

hj
i (x

i(τ); xj(τ); ui(τ))dτ + qi(x
i(T ))





 . (2.5)

3. Кооперативные принципы оптимальности

Для определения справедливого способа распределения суммар-
ного выигрыша между игроками необходимо построить характери-
стическую функцию.

Долгое время для нахождения кооперативных решений использо-
вался только метод Неймана-Моргенштейна построения характери-
стической функции [16], в котором сила коалиции оценивалась как
максимальный гарантированный выигрыш этой коалиции. В послед-
нее время стали появляться разные новые подходы к построению ха-
рактеристической функции. Такие функции легче вычислить или же
они обладают некоторыми полезными свойствами. Систематический
обзор различных современных подходов в этой области можно найти
в [7], [8].

Для кооперативных дифференциальных игр на сетях в работе [3]
показано, что в рассматриваемом классе игр классическая характе-
ристическая функция принимает вид:

V (S; x0, T − t0) =

= max
ui,i∈S

�

i∈S


 �

j∈K(i)∩S

T�

t0

hj
i (x

i(τ); xj(τ); ui(τ))dτ + qi(x
i(T ))


 . (3.1)

Поскольку игроки имеют возможность разорвать связи (ребра) с
другими игроками в любой момент времени и мгновенные выигрыши
hj
i неотрицательны, в формуле (3.1) нет операции минимизации по
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оставшимся игрокам (игрокам из N \ S), поскольку минимизация и
заключается в том, чтобы разорвать связь с игроками из S.

В работе [12] был предложен новый способ построения характери-
стической функции для дифференциальных игр на сетях, в котором
сила коалиций на кооперативной траектории оценивалась как

V (S; x0, T−t0) =
�

i∈S


 �

j∈K(i)∩S

T�

t0

hj
i (x

i(τ); xj(τ); ui(τ))dτ + qi(x
i(T ))


 .

(3.2)
Как видим, формула (3.2) также не учитывает действия игроков

из коалиции N \S, а игроки из S используют оптимальные коопера-
тивные стратегии.

В [12] было показано, что такая функция обладает свойствами
супермодулярности и супераддитивности в рассматриваемом классе
игр, что гарантирует непустоту С-ядра и принадлежность вектора
Шепли С-ядру.

Заметим, что V (S; x0, T − t0) можно представить в следующем
виде:

V (S; x0, T − t0) =
�

i∈S
V ({i}; x0, T − t0)+

+
�

i∈S

�

j∈ �K(i)
�

S

T�

t0

hj
i (x

i(τ); xj(τ); ui(τ))dτ, (3.3)

где

V ({i}; x0, T − t0) =

T�

t0

hi
i(x

i(τ); xi(τ); ui(τ))dτ + qi(x
i(T )).

Следующая проблема при построении кооперативного решения –
это определение правила распределения максимального совместного
выигрыша между игроками. В этой статье мы рассмотрим несколь-
ко способов распределения, основанных на разных принципах опти-
мальности, в построении которых используется характеристическая
функция V (S; x0, T − t0).

Обозначим через L(x0, T − t0) множество всех дележей игры:
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L(x0, T − t0) = {ξ(x0, T − t0) = (ξ1(x0, T − t0), . . . , ξn(x0, T − t0)) :�

i∈N
ξi(x0, T − t0) = V (N ; x0, T − t0),

ξi(x0, T − t0) ≥ V ({i}; x0, T − t0), i ∈ N.} (3.4)

Определение 3.1 ([6]). C-ядром кооперативной дифференциальной
игры называется подмножество дележей вида

C(x0, T − t0) = {ξ(x0, T − t0) ∈ L(x0, T − t0) :�

i∈S
ξi(x0, T − t0) ≥ V (S; x0, T − t0), S ⊂ N.} (3.5)

Теорема 3.1. Если характеристическая функция в кооперативной
дифференциальной игре на сети (2.1)–(2.2) определена по правилу
(3.2), то для любого λ ∈ [0, 1] дележи следующего вида

ξi(x0, T − t0) = V ({i}; x0, T − t0)+λ
�

j∈ �K(i)

T�

t0

hj
i (x

i(τ); xj(τ); ui(τ))dτ+

+ (1− λ)
�

j∈ �K(i)

T�

t0

hi
j(x

i(τ); xj(τ); ui(τ))dτ (3.6)

принадлежат С-ядру C(x0, T − t0).

Доказательство. Для удобства введём следующее обозначение

gji (x0, T − t0) =

T�

t0

hj
i (x

i(τ); xj(τ); ui(τ))dτ.

Тогда
�

i∈S
ξi(x0, T − t0) =

�

i∈S

�
V ({i}; x0, T − t0) +

+
�

j∈ �K(i)

�
λgji (x0, T − t0) + (1− λ)gij(x0, T − t0)

��
=
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=
�

i∈S


V ({i}; x0, T − t0) +

�

j∈ �K(i)
�

S

gji (x0, T − t0)


+

+
�

i∈S

�

j∈ �K(i)\S

�
λgji (x0, T − t0) + (1− λ)gij(x0, T − t0)

�
=

= V (S; x0, T − t0)+

+
�

i∈S

�

j∈ �K(i)\S

�
λgji (x0, T − t0) + (1− λ)gij(x0, T − t0)

�
. (3.7)

Учитывая неотрицательность функций hi
j, получаем, что доста-

точное условие для принадлежности дележу С-ядру выполняется:

�

i∈S
ξi(x0, T − t0) ≥ V (S; x0, T − t0).

Покажем теперь, что построенный вектор действительно является
дележом.

Условие индивидуальной рациональности ξi(x0, T − t0) ≥
V ({i}; x0, T − t0) выполняется по построению.

Для проверки условия групповой рациональности подставим в
(3.7) максимальную коалицию N :

�

i∈N
ξi(x0, T − t0) = V (N ; x0, T − t0)+

+
�

i∈N

�

j∈ �K(i)\N

�
λgji (x0, T − t0) + (1− λ)gij(x0, T − t0)

�
. (3.8)

Заметим, что для любых i и j: j ∈ �K(i) \ N = ∅. Значит, действи-
тельно,

�
i∈N

ξi(x0, T − t0) = V (N ; x0, T − t0).

Следующая теорема говорит о том, что получить в качестве де-
лежа вектор Шепли [13] можно, выбрав в качестве λ число 1

2
.

Теорема 3.2. Если характеристическая функция в кооперативной
дифференциальной игре на сети (2.1)–(2.2) определена по правилу
(3.2), то вектор Шепли в этой игре имеет вид
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Shi(x0, T − t0) = V ({i}; x0, T − t0)+

+
1

2

�

j∈ �K(i)

T�

t0

�
hj
i (x

i(τ); xj(τ); ui(τ)) + hi
j(x

i(τ); xj(τ); ui(τ))
�
dτ. (3.9)

Доказательство.

Shi(x0, T − t0) =
�

S: i∈S

(s− 1)!(n− s)!

n!
(V (S)− V (S \ i)) =

=
�

S: i∈S

(s− 1)!(n− s)!

n!


�

k∈S

� �

j∈K(k)∩S
gjk(x0, T − t0)+

+ qk(x
k(T ))

�
−

�

k∈S\i

� �

j∈K(k)∩S\i
gjk(x0, T − t0) + qk(x

k(T ))

�
 =

=
�

S: i∈S

(s− 1)!(n− s)!

n!




T�

t0

hi
i(x

i(τ); xi(τ); ui(τ))dτ + qi(x
i(T ))


+

+
�

S: i∈S

(s− 1)!(n− s)!

n!

�

j∈ �K(i)∩S

(gji (x0, T − t0) + gij(x0, T − t0)) =

= V (i, x0, T − t0)+
�

S: i∈S

(s− 1)!(n− s)!

n!

�

j∈ �K(i)∩S

(gji (x0, T − t0) + gij(x0, T − t0)). (3.10)

Заметим, что два игрока i и j вместе входят в Cs−2
n−2 коалиций

мощности s. Тогда

Shi(x0, T − t0) = V (i, x0, T − t0)+

+
�

j∈ �K(i)

n�

s=2

(s− 1)!(n− s)!

n!
Cs−2

n−2

�
gji (x0, T − t0) + gij(x0, T − t0)

�
=

= V (i, x0, T − t0)+
�

j∈ �K(i)

n�

s=2

s− 1

n(n− 1)

�
gji (x0, T − t0)+ gij(x0, T − t0)

�
=

= V (i, x0, T − t0) +
1

2

�

j∈ �K(i)

�
gji (x0, T − t0) + gij(x0, T − t0)

�
. (3.11)
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Теорема доказана.

В качестве еще одного кооперативного принципа оптимальности
рассмотрим τ -вектор, предложенный в работах [14, 15], определяе-
мый по правилу:

τi(x0, T − t0) = αMi(x0, T − t0) + (1− α)mi(x0, T − t0), (3.12)

где

Mi(x0, T − t0) = V (N ; x0, T − t0)− V (N \ {i}; x0, T − t0),

mi(x0, T − t0) = max
S�i

(V (S; x0, T − t0)−
�

j∈S\{i}
Mj(x0, T − t0)),

а коэффициент α ∈ [0, 1] определяется из уравнения
�

i∈N
(αMi(x0, T − t0) + (1− α)mi(x0, T − t0))) = V (N ; x0, T − t0).

(3.13)
Следующая теорема показывает, что в рассматриваемом классе

игр τ -вектор совпадает с вектором Шепли.

Теорема 3.3. Если характеристическая функция в кооперативной
дифференциальной игре на сети (2.1)–(2.2) определена по правилу
(3.2), то τ -вектор в этой игре совпадает с вектором Шепли.

Доказательство. Учитывая (3.3), получаем, что Mi(x0, T−t0) имеет
вид:

Mi(x0, T − t0) = V ({i}; x0, T − t0)+

+
�

j∈ �K(i)

T�

t0

(hj
i (x

i(τ); xj(τ); ui(τ)) + hi
j(x

j(τ); xi(τ); uj(τ)))dτ. (3.14)

Тогда

V (S; x0, T − t0)−
�

j∈S\{i}
Mj(x0, T − t0) = V ({i}; x0, T − t0)−

−
�

j∈ �K(i)
�

S

T�

t0

(hi
j(x

j(τ); xi(τ); uj(τ)))dτ−
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−
�

j∈S\K(i)

�

k∈ �K(j)

T�

t0

(hk
j (x

j(τ); xk(τ); uj(τ)) + hj
k(x

k(τ); xj(τ); uk(τ)))dτ.

(3.15)
Учитывая неотрицательность функций hj

i , получаем, что

V (S; x0, T − t0)−
�

j∈S\{i}
Mj(x0, T − t0) ≤ V ({i}; x0, T − t0).

При этом равенство достигается в случае, если S = {i}. Таким обра-
зом, мы показали, что

mi(x0, T − t0) = V ({i}; x0, T − t0).

Найдем значения α из уравнения (3.13):
�

i∈N

�
αMi(x0, T − t0) + (1− α)V ({i}; x0, T − t0)

�
= V (N ; x0, T − t0).

Получаем

α =

V (N ; x0, T − t0)−
�
i∈N

V ({i}; x0, T − t0)

�
i∈N

�
j∈ �K(i)

T�
t0

(hi
j(x

j(τ); xi(τ); uj(τ)) + hj
i (x

i(τ); xj(τ); ui(τ)))dτ

=

=

�
i∈N

�
j∈ �K(i)

T�
t0

hj
i (x

i(τ); xj(τ); ui(τ))dτ

2
�
i∈N

�
j∈ �K(i)

T�
t0

hj
i (x

i(τ); xj(τ); ui(τ))dτ

=
1

2
. (3.16)

Подставляя α = 1
2
в (3.12), получаем

τi(x0, T − t0) = Shi(x0, T − t0) = V ({i}; x0, T − t0)+

+
1

2

�

j∈ �K(i)

T�

t0

�
hj
i (x

i(τ); xj(τ); ui(τ)) + hi
j(x

i(τ); xj(τ); ui(τ))
�
dτ. (3.17)
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4. Кооперативная игра инвестирования исследований на се-
ти

В качестве иллюстративного примера рассмотрим модель диффе-
ренциальной игры инвестирования исследований на сети. Модель ин-
вестирования в общий запас знаний обсуждалась в работе [4]. Здесь
мы предполагаем, что каждый игрок инвестирует только в свою об-
ласть исследований, но при этом может получать выгоду от смежных
областей, т.е. от игроков, с которыми он соединен ребрами сети.

Переменная xi(t) описывает сколько игрок i накопил знаний и
опыта в заданной области к моменту времени t. Динамика xi(t) за-
дается уравнением

ẋi(t) = ui(t)− δixi(t), xi(t0) = xi
0, (4.1)

где коэффициент δi > 0 обозначает скорость, с которой знания обес-
цениваются с течением времени, ui(t) – инвестиции игрока i в иссле-
дования. Если каждый агент извлекает квадратичную полезность из
потребления запаса знаний и обмена знаниями с соседями, целевые
функции задаются следующим образом:

Hi(x
i
0, x

K(i)
0 , ui) =

=

T�

t0

�
ai(x

i(τ))2 − ci(u
i(τ))2 +

�

j∈ �K(i)

bji (x
j(τ))2

�
dτ + qi(xi(T ))2. (4.2)

Здесь ai(x
i(τ))2 – мгновенный выигрыш игрока i, который он может

получить самостоятельно, ci(u
i(τ))2 – функция издержек игрока i,

bji (x
j(τ))2 – мгновенный выигрыш игрока i, который он получает от

обмена знаниями с игроком j ∈ �K(i). При этом игроки имеют воз-
можность отказаться от взаимодействия с игроком или игроками из
�K(i), тогда соответствующие слагаемые bji (x

j(τ))2 и bij(x
i(τ))2 обну-

ляются.
Предположим, что игроки имеют возможность кооперироваться

с целью получения максимального суммарного выигрыша
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max
u1,...,un

�

i∈N

� T�

t0

�
ai(x

i(τ))2 − ci(u
i(τ))2 +

�

j∈ �K(i)

bji (x
j(τ))2

�
dτ+

+ qi(x
i(T ))2

�
. (4.3)

Важным вопросом проблемы стимулирования участников иссле-
довательской деятельности является вопрос о разделении получае-
мых результатов, т.е. о распределении суммарного дохода, получен-
ного от проекта, между участниками с учетом их реального вклада.
В таких задачах актуальным оказывается использование характери-
стической функции, учитывающей сетевую структуру игры. Постро-
им кооперативные принципы оптимальности, основанные на такой
характеристической функции (3.3) в рассматриваемой модели.

Воспользуемся принципом динамического программирования для
определения оптимальных кооперативных стратегий. Через
V (N, x, T − t) обозначим функцию Беллмана в подыгре, начинаю-
щейся в момент времени t из состояния x(t):

V (N, x, T − t) =

max
u1,...,un

�

i∈N

� T�

t

�
ai(x

i(τ))2 − ci(u
i(τ))2 +

�

j∈ �K(i)

bji (x
j(τ))2

�
dτ+

+ qi(x
i(T ))2

�
. (4.4)

Уравнения Гамильтона-Якоби-Беллмана имеют следующий вид:

− V t(N, x, T − t) = max
u1,...,un

��

i∈N

�
ai(x

i(τ))2 − ci(u
i(τ))2+

+
�

j∈ �K(i)

bji (x
j(τ))2

�
+
�

i∈N
V xi(N, x, T − t)(ui(t)− δixi(t))


 ,

V (N, x(T ), 0) =
�

i∈N
qi(x

i(T ))2. (4.5)
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Решение (4.5) будем искать в виде

V (N, x, T − t) =
�

i∈N
Ai(t)(x

i)2. (4.6)

Тогда частные производные V (N, x, T − t) вычисляются по фор-
муле

V t(N, x, T − t) = Ȧi(t)(x
i)2, V xi(N, x, T − t) = 2Ai(t)x

i. (4.7)

Учитывая (4.7), из условия максимизации правой части уравне-
ния (4.5) следует, что оптимальные управления имеют вид

ui(t, xi) =
V xi(N, x, T − t)

2ci
=

Ai(t)x
i(t)

ci
, i = 1, n. (4.8)

Подставляя ui в (4.5) и применяя метод неопределённых коэффици-
ентов, получаем уравнения для Ai(t):

Ȧi(t) = −A2
i

ci
+ 2Aiδ

i − ai −
�

j∈ �K(i)

bij, Ai(T ) = qi. (4.9)

Выпишем решение (4.9)

Ai(t) =
(qi − di1)di2 + di1(di2 − qi)e

di2−di1
ci

(T−t)

qi − di1 + (di2 − qi)e
di2−di1

ci
(T−t)

, (4.10)

где di1 = ciδi +
�
c2i δ

2
i − ci(ai +

�
j:∈ �K(i)

bij),

di2 = ciδi −
�

c2i δ
2
i − ci(ai +

�
j:∈ �K(i)

bij).

Здесь мы предполагаем, что ciδ
2
i − (ai +

�
j∈K̃(i)

bij) ≥ 0 для всех

i ∈ N .
Тогда оптимальные управления имеют вид:

ui(t, xi) =
(qi − di1)di2 + di1(di2 − qi)e

di2−di1
ci

(T−t)

ci(qi − di1 + (di2 − qi)e
di2−di1

ci
(T−t)

)
xi, i = 1, n. (4.11)

Оптимальная траектория:

xi(t) = xi
0e

di2−di1
2ci

(t0−t) (qi − di1)e
di2−di1

ci
(t−T )

+ (di2 − qi)

(qi − di1)e
di2−di1

ci
(t0−T )

+ (di2 − qi)
. (4.12)
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Получаем следующее значения для максимального суммарного
выигрыша:

V (N, x0, T − t0) =
�

i∈N
(xi

0)
2 (qi − di1)di2 + di1(di2 − qi)e

di2−di1
ci

(T−t0)

qi − di1 + (di2 − qi)e
di2−di1

ci
(T−t0)

.

(4.13)
Согласно (3.2), характеристическая функция имеет вид:

V (S, x0, T − t0) =

=
�

i∈S

� T�

t0

�
ai(x̄

i(τ))2 − ci(ū
i(τ))2 +

�

j∈ �K(i)∩S

bji (x
j(τ))2

�
dτ+

+ qi(x
i
0)

2

�
di2 − di1

qi − di1 + (di2 − qi)e
di2−di1

ci
(T−t0)

�2 �
. (4.14)

Как показано в Теореме 3.2, для получения вектораШепли не обя-
зательно вычислять значение характеристической функции от каж-
дой коалиции. Вектор Шепли найден в явном виде по формуле (3.9):

Shi(x0, T − t0) =
�

S: i∈S

(s− 1)!(n− s)!

n!
(V (S)− V (S \ i)) =

= V ({i}, x0, T − t0) +
1

2

�

j∈ �K(i)

T�

t0

�
bji (x

j(τ))2 + bij(x
i(τ))2

�
dτ =

=
z2i
ri
(1− eri(t0−T ))(m2

i (ai +
ki
2
− d2i2

ci
)eri(t0−T ) + p2i (ai +

ki
2
− d2i1

ci
))−

− z2i e
ri(t0−T )(mipi(T − t0)ki + qir

2
i c

2
i )+

+
1

2

�

j∈ �K(i)

bi(j)z2j (2mjpj(T−t0)e
rj(t0−T )+

(1− erj(t0−T ))

rj
(m2

je
rj(t0−T )+p2j)),

(4.15)

mi = qi − di1, pi = di2 − qi, ki =
�

j∈ �K(i)

bij, ri =
di2−di1

ci
, zi =

xi
0

mieri(T−t0)+pi
.

Для иллюстрации полученных решений рассмотрим игру четырех
лиц на сети, структура которой показана на Рис. 1.
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Рисунок 1. Игра четырех лиц на сети

В качестве параметров модели выберем: a1 = 1, a2 = 1, 5, a3 = 1,
a4 = 0, 5, c1 = 10, c2 = 18, c3 = 9, c4 = 13, b21 = 1

8
, b41 = 1

7
, b12 = 1

2
,

b32 = 1, b14 = 1
3
, b34 = 1

4
, b43 = 1

10
, b23 = 1

8
, d1 = 1

2
, d2 = 1

3
, d3 = 1, d4 = 1

3
,

q1 = 4, q2 = 5, q5 = 2, q4 = 4, x0 = (1; 2; 2; 1, 5), T = 10, t0 = 0.

Таблица 1. Значения характеристических функций

S V (S, x0, T − t0) V (S, x0, T − t0)

N 26,386 26,386
{1} 0,791 1,129
{2} 11,801 12,421
{3} 1,936 2,059
{4} 1,822 1,925
{1, 2} 15,712 15,954
{1, 3} 2,727 3,188
{1, 4} 3,996 4,157
{2, 3} 18,183 18,361
{2, 4} 13,622 14,346
{3, 4} 4,845 4,963
{1, 2, 3} 22,094 22,168
{1, 2, 4} 18,917 19,11
{1, 3, 4} 7,019 7,24
{2, 3, 4} 21,091 21,302

В Таблице 1 приведены полученные значения характеристической
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функции V (S, x0, T−t0), построенной согласно (4.14), и классической
характеристической функции V (S, x0, T − t0).

ВекторШепли, построенный с помощью характеристической функ-
ции V (S, x0, T − t0), имеет вид:

Sh(x0, T − t0) = (3, 043; 15, 584; 4, 702; 3, 057).

Вектор Шепли, построенный с помощью классической характеристи-
ческой функции V (S, x0, T − t0), имеет вид:

Sh(x0, T − t0) = (3, 032; 15, 71; 4, 608; 3, 036).

Дадим графическую интерпретацию полученных решений. Для
этого, выражая ξ3 = V (N, x0, T − t0)− ξ1− ξ2− ξ4, и переходя в систе-
ме неравенств для нахождения С-ядра к трём переменным, построим
полученную область на графике. На Рис. 2 показаны области, соот-
ветствующие C(x0, T − t0) – С-ядру, построенному с использованием
V (S, x0, T−t0), C(x0, T−t0) – С-ядру, построенному с использованием
V (S, x0, T − t0), Cλ(x0, T − t0) – подмножеству дележей, полученно-
му для всех λ ∈ [0, 1] согласно Теореме 3.1, а также Sh(x0, T − t0) и
Sh(x0, T − t0).

Заметим, что вектор Шепли, построенный с помощью характери-
стической функции V (S, x0, T − t0), лежит в С-ядре, полученном с
использованием классической характеристической функции, так же
как и подмножество дележей Cλ(x0, T − t0).

5. Заключение

В данной работе исследован класс кооперативных дифференци-
альных игр на сетях. Предложена формула для расчета вектора Ше-
пли и τ -вектора в таких играх. Показано, что если кооперативное ре-
шение основано на характеристической функции специального вида,
то оно не требует вычисления значения характеристической функ-
ции для каждой коалиции S ∈ N . Рассмотрен наглядный пример,
демонстрирующий этот результат.
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Рисунок 2. Кооперативные принципы оптимальности
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COOPERATIVE OPTIMALITY PRINCIPALS IN
DIFFERENTIAL GAMES ON NETWORKS
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Leon A. Petrosyan, Saint Petersburg State University
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Abstract : The paper describes a class of differential games on networks.
The construction of cooperative optimality principles using a special type
of characteristic function that takes into account the network structure of
the game is investigated. The core, the Shapley value and the τ -value are
used as cooperative optimality principles. The results are demonstrated
on a model of a differential research investment game, where the Shapley
value and the τ -value are explicitly constructed.
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